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^h ' Resume 

Q\ . Soit K un corps global et G un A"-groupe fini resoluble. Sous certaines hypotheses sur 

£N| ' une extension deployant G, on demontre que 1'espace homogene V := G\G' avec G' un 

A-groupe semi-simple simplement connexe verifie l'approximation faible. On utilise une 
version plus precise de ce resultat pour demontrer le principe de Hasse pour des espaces 
homogenes X sous un A'-groupe G' semi-simple simplement connexe a stabilisateur 
<r \ , geometrique G fini et resoluble, sous certaines hypotheses sur le K-lien (G, k) defini par 

X. 



1 Introduction 



Soit K un corps global, i.e. un corps de nombres ou le corps de fonctions d'une courbe 
C sur un corps fini. Dans le cadre des espaces homogenes de groupes lineaires connexes, 
l'approximation faible et le principe de Hasse sont deux proprietes qui ont ete verifiees, par 
{SJ ' exemple, pour les espaces principaux homogenes sous un groupe semi-simple et simplement 

*vO , connexe, et cela depuis deja presque un demi-siecle. Pour les espaces homogenes a stabilisa- 

teur non trivial, ou meme pour les espaces principaux homogenes sous les tores, on commit 
cependant des exemples ne verifiant pas le principe de Hasse, ainsi que des exemples ayant 
des points rationnels mais ne verifiant pas l'approximation faible. 

Or, depuis Pintroduction de Pobstruction de Brauer-Manin pour le principe de Hasse et 
pour l'approximation faible, introduites respectivement par Manin et par Colliot-Thelene et 
Sansuc, on ne connait pas d'espace homogene dont le defaut de ces proprietes ne soit pas 
explique par ces obstructions. La question naturelle a se poser alors est de savoir si cette 
obstruction est la seule dans les deux cas. Dans |2], Borovoi a demontre que Pobstruction de 
Brauer-Manin au principe de Hasse et a l'approximation faible est la seule pour les espaces 
homogenes sous un groupe lineaire connexe a stabilisateur connexe, ou encore a stabilisateur 
abelien en supposant que la partie semi-simple du groupe ambiant est simplement connexe. 
La question generale reste pourtant totalement ouverte. 

Si Pon considere le cas "oppose" de celui des stabilisateurs connexes, i.e. celui des stabili- 
sateurs finis, on ne connait que quelques cas particuliers, comme le cas abelien chez Borovoi 
deja mentionne, ou les travaux de Harari et Demarche sur l'approximation faible pour des 
quotients de la forme G\SL„ pour certains G finis constants et non abeliens (c.f. j6] et [5]). 
Le resultat principal dans cette direction est cependant celui de Neukirch dans |13| , lequel a 
inspire la redaction de ce texte. 

Lorsqu'on veut considerer des stabilisateurs finis, on peut le faire sous differents groupes 
ambiants. Or, du moins pour l'approximation faible, la question est triviale lorsqu'on consi- 
dere un groupe ambiant unipotent et la reponse est deja connue pour un groupe ambiant 



torique (car la question se ramene trivialement aux espaces principaux homogenes), le cas 
interessant etant alors celui des groupes semi-simples. De plus, si Ton considere un A-groupe 
fini G plonge dans un groupe G' semi-simple et si Ton note p : G' — > G' son revetement univer- 
sel, il est aise de voir que Ton a un isomorphisme canonique entre les varietes V := p~ l (G)\G' 
et V := G\G' induit par p. Le noyau de p etant fini et central, le groupe p~ l (G) est alors 
un groupe fini et une extension centrale de G. Ainsi, on voit que Ton peut se restreindre a 
etudier le cas des groupes ambiants semi-simples simplement connexes comme il a deja ete 
fait par Borovoi, Demarche et Harari dans ses travaux. 

Le but de ce texte est done de demontrer un resultat d'approximation faible pour des 
espaces homogenes V := G\G' avec G' semi-simple simplement connexe et G fini et resoluble 
(i.e. G(K) etant un groupe resoluble). On demontre notamment le resultat suivant : 

Theoreme 1.1 (Consequence du theoreme 13. ip . Soient K un corps global et G un K- 
groupe fini resoluble d'exposant n premier a la caracteristique de A. Soit K 1 / A une extension 
finie galoisienne deployant G et telle que, si Von note m(K') le cardinal de I'ensemble des 
racines de I 'unite contenues dans A', on a (m(K'),n) = 1. Soit V = G\G' pour un K- 
plongement G — > G' avec G' un K-groupe semi-simple simplement connexe. Alors V verifie 
V approximation faible. 

Ce theoreme ameliore le resultat de Neukirch dans [13], corollaire de ses travaux sur 
le probleme du plongement, qui montre le cas particulier du theoreme ci-dessus pour les 
groupes constants. II simplifie aussi la demonstration de ce cas particulier car, le probleme 
du plongement etant d'une nature differente de celle de l'approximation faible, la preuve de 
Neukirch devient par consequent assez complexe. II est aussi interessant de remarquer que ce 
resultat entraine la trivialite de l'obstruction de Brauer-Manin a l'approximation faible pour 
ces espaces. En fait, on peut meme demontrer, en utilisant des formules pas encore publiees de 
l'auteur, que ces espaces homogenes ont un groupe de Brauer non ramifie algebrique Br nr>a iV^ 
trivial. 

On voit aussi que les hypotheses faites sur les racines de l'unite contenues dans le corps 
A' imposent que G soit toujours un groupe d'ordre impair, car tout corps global de carac- 
teristique differente de 2 contient p,2 = {1,-1}, et en caracteristique 2 on evite de prendre 
des groupes d'ordre pair. On en deduit que le fait de demander que G soit resoluble est en 
un certain sens superflu, vu que Ton sait d'apres le theoreme de Feit et Thompson que tout 
groupe fini d'ordre impair est resoluble. Ainsi, le resultat de Neukirch entrainait deja l'ap- 
proximation faible pour tout Q-groupe fini G constant d'ordre impair, et la generalisation que 
Ton presente ici entraine l'approximation faible, par exemple, des que G est d'ordre impair et 
deploye par une extension K' / K ayant une place reelle, car dans ce cas on a bien p{K') = \ii- 

On rappelle que pour toute X-variete V on a un plongement diagonal 

v£Qk 

de ses Appoints dans le produit de ses Appoints pour toute place v £ £Ik, ou £Ik est 
I'ensemble des places de A et K v est le complete de A par rapport a la place v. Ce produit 
peut etre muni de la topologie produit, ou chacune de ses composantes est munie de la 
topologie u-adique. On dit alors que V verifie l'approximation faible si l'image de I'ensemble 
V(K) par ce plongement est dense dans I'ensemble Yin V(K V ). Dans le cas ou V(K) ^ 0, 
cela revient a demander que, pour tout ensemble fini S de places de A, I'ensemble V(K) soit 
dense dans le produit Yls V{K V ). Or, dans le cadre des espaces homogenes sous un groupe 
G' semi-simple simplement connexe cette propriete admet une traduction cohomologique : 
l'approximation faible pour la variete V = G\G' consideree dans le theoreme II. II est en fait 
equivalente a la surjectivite de l'application 

H l {K,G)^\[H\K v ,G), (1.1) 

ves 



pour tout ensemble fini S de places de A. En effet, il suffit de considerer le diagramme 
commutatif a lignes exactes suivant. 



G'{K) 



ves 



V(K) 



+ H l (K,G) 



ves 



ves 



-^H^K.G') 



JG'(K V ) Y[V{Kv)—**- ]\H\K V: G) ]\H\K V ,G') 



ves 



et de rappeler que pour toute place non archimedienne on a H X (K V ^ G") = 1 (cf. jS], [10], 0) 
et que Ton a une bijection 

H\K,G')^ ]J H\K V1 G'), 

veO.K 

ce qui donne la nullite de -ff^A, G') dans le cas de caracteristique positive (cf. [7]), ainsi 
qu'une bijection 

H\K,G')^ [] H l (K v ,G'), 

veQoo 

dans le cas d'un corps de nombres, ou n^ represente 1'ensemble fini des places archime- 
diennes (cf. [5], [TT], U). Prenant en compte que la variete G" verifie 1' approximation faible 
(cf. [T2]) et que les application S sont continues pour les topologies correspondantes (discrete 
pour V(K) et pour les H 1 , w-adique pour V(K V )), il est facile d'en deduire l'equivalencc 
entre 1' approximation aux places v £ S pour V et la surjectivite de fjl . ip . 

On voit alors qu'il s'agit ici de regarder la cohomologie galoisienne non abelienne des 
groupes finis resolubles. Les resultats que l'on montrera par la suite se pretent done a des 
demonstrations par devissage, i.e. il s'agira de casser le groupe G en des morceaux plus 
simples. Si Ton note alors Tk = Ga\{K / K) pour une cloture separable K de K, l'argument 
de devissage nous mene a 1'etude des T^-modules simples dont l'ordre divise le cardinal du 
groupe. II faudra pourtant demander un peu plus que 1' approximation faible a ces groupes 
pour pouvoir recoller les morceaux, l'idee a la base etant de "cacher la ramification dans des 
bonnes places". Dans la section [5] on rappelle ce qui est connu dans cette direction, et qui est 
essentiellement du a Neukirch (cf. [T3] et |14l Chapter IX]), et on montre quelques resultats 
supplementaires qui nous seront utiles pour demontrer le theoreme principal. La section|3]est 
consacree a 1'enonce et la demonstration du theoreme principal. Ce resultat nous permet par 
la suite de demontrer un resultat autour du principe de Hasse pour des espaces homogenes 
a stabilisateur fini resoluble dans la section 2] 



Notations Dans toute la suite de ce texte, on notera T L / K := Gal(L/K) pour toute 
extension galoisienne L/K et on notera Tk le groupe de Galois absolu de tout corps K, i.e. 
le groupe Gal(A'/A') avec A une cloture separable de K. Le corps A est toujours un corps 
global, i.e. un corps de nombres ou le corps de fonction d'une courbe sur un corps fini, dont 
1'ensemble des places est note VLk et dont les differents completes sont notes K v pour v € H,k- 
On ecrit fi(K) pour designer 1'ensemble des racines de l'unite contenues dans le corps A et 
m(K) pour designer son cardinal. Enfin, pour tout entier n > 2 premier a la caracteristique 
de A, on note fi n le sous-groupe de A* des racines n-iemes de l'unite et £ n G /i„ un generateur 
de ce groupe. 

On fera aussi un abus de notation en identifiant tout A-groupe G avec le T^-groupe (ou 
module) G(A) correspondant, ce qui est valable pour des A-groupes finis d'ordre premier a 
la caracteristique de K. Ainsi, on se permettra de noter b £ G pour tout point geometrique 



b € G(K) et aussi, pour tout sous-quotient A de Tk dont Taction sur G(K) est bien definie, 
on notera 

H 1 (A,G):=H 1 (A,G{K)) et Hom(A, G) := Hom cont (A, G(K)), 

Ceci s'appliquera notamment, dans le cas ou K est un corps global, pour A = D v , ou D v 
correspond au quotient moderement ramifie du groupe de decomposition d'une place v de 
K et G est un groupe deploye par l'extension maximale moderement ramifiee. On remarque 
aussi que, puisque G est fini, on a G(K) = G(L) pour tout corps L contenant K, ce qui 
permet par exemple Identification de H l (Tjc v , G(K)) avec i7 1 (^ 1 ,,G). Ces identifications 
seront toujours sous-entendues dans la suite. 

Enfin, pour tout r^-module fini A d'exposant n, on notera A* le T^-module Hom(A, fi n ). 
Pour un tel module, les groupes de Tate-Shafarevich III* (if, A) sont definis, pour i = 1, 2 en 
ce qui nous concerne, comme 



II1 1 (K,A) :=Ker 



H l (K,A) -> ' [ H l (K v ,A) 



vEO/. 



On rappelle aussi que la dualite de Poitou-Tate nous donne une dualite parfaite entre 
1II 2 (K,A) et m l {K,A*). 

Remerciements Je tiens a remercier David Harari et Cyril Demarche pour d'importantes 
discussions, pour l'interet avec lequel ils ont suivi ce travail et pour avoir aide a corriger 
certaines fautes, ainsi que Martin Orr pour m'avoir aide a verifier la validite de certains 
raisonnements. 

2 Preliminaires 

Soit A un F^-module fini d'ordre premier a la caracteristique de K (lequel correspond 
aux points geometriques d'un if-groupe algebrique fini et abelien). Comme il a ete evoque 
dans l'introduction, on entend par approximation faible pour A la surjectivite de l'application 



H\K, A) -»■ \\ H X {K V , A), 



vGS 

pour tout ensemble fini S de places de K. Neukirch a montre que, sous certaines hypotheses, 
on peut non seulement demander l'existence d'une classe globale a € ^{K^A) relevant une 
famille locale donnee (f3 v ) v ^s G lis H l {K V) A), mais aussi demander qu'une telle classe a ait 
des bonnes proprietes de ramification, dans un sens qui sera explicite par la suite. Ce resultat 
d'approximation "mieux que faible" a ete demontre par Neukirch dans |13l Theorem 1] pour 
les r^-modules simples sur un corps des nombres, et une version pour des corps globaux 
quelconques peut etre trouvee dans |14) Theorem 9.3.3]. On enonce dans cette section un 
corollaire de la version generale que Ton utilisera pour montrer le theoreme principal. Pour 
ce faire, on rappelle quelques definitions. 

Definition 2.1. Soit K v le complete d'un corps global en une place finie et soit G un K v - 
groupe (resp. un T^-module). Une classe a € ^(Ky^G) est dite : 

- cy clique si elle est deployee par une extension cyclique L v /K v , i.e. si sa restriction a 
i? 1 (L 1) ,G) est triviale ou, de facpn equivalente, si elle provient de 1 'ensemble (resp. 
groupe) H 1 (L v /K v ,A Lv ) par inflation: 

- non ramifiee si elle est deployee par l'extension non ramifiee maximale K " r de K v , i.e. si 
elle provient de l'ensemble (resp. groupe) H 1 {K^ r / K v , A T K1 i I ) par inflation. Ce dernier 
ensemble (resp. groupe) est par ailleurs note H^ r (K v ,A) ; 



- ramifiee si elle n'est pas non ramifiee ; 

- totalement ramifiee si elle est deployee par une extension totalement ramifiee L v /K v . 

On remarque qu'une classe non ramifiee est toujours cyclique. En effet, toute classe a G 
H 1 (K V , A) est deployee par une extension fiirie, d'ou Ton sait qu'une classe a provenant de 
H l (K% r /K V ,A) provient en fait de H l {L v /K v ),A, ou Tl v /k v correspond a un quotient fini 
de T K m/ Kv = Z et il est done un groupe cyclique. On remarque aussi qu'une classe totalement 
ramifiee est clairement ramifiee. 

Avec ces definitions, on peut enoncer P analogue du resultat de Neukirch. 

Theoreme 2.2. Soit K un corps global de caracteristique p > et soit A un T k -module fini 
simple de (.-torsion pour £ ^ p. Soit K' / K une extension deployant A telle que Q g" K' et 
soit L/K' une extension cyclotomique (i.e. engendree par des racines de I'unite) contenant 
Q. Soit S un ensemble fini de places de K contenant les places archimediennes et soit enfin 
P I'ensemble des places de K totalement decomposees pour Vextension L/K , ne divisant pas 
£ et n'appartenant pas a S . 

Alors pour toute famille (f3 v ) ve s £ lis ^ 1 (K V , A), il existe un element a G iJ 1 (if, A) tel 
que, si I 'on note a v I'image de a dans H l (K v , A), on a 

- pour toute place v G S , a v = j3 v ; 

- pour toute place v ^ S , a v est cyclique et, si a v est ramifie, alors v G P. 

Remarque. Dans Particle |13| . le resultat de Neukirch n'est valable qu'en caracteristique et 
pour L = K'((i). 

Demonstration. Le resultat decoule facilement de |14l Theorem 9.3.3] de la fagon suivante. 
Soit A la partie de torsion premiere a £ du groupe abelien T^/x' et soit K' e := L A C L. On 
voit alors que [L : K' e ] est premier a £ et que Q ^ K' t car [K' e : K'\ est une puissance de i et 
Q ^ K' (et l'extension K'((g)/K' est de degre premier a £). II suffit alors, dans les notations 
de [14], de poser Q = L, et K = K' e pour avoir le resultat. 

La meme demonstration, avec les memes notations et en mettant |14l Theorem 9.1.15(iii)] 
a la place de JT3] Theorem 9.3.3], s'applique par ailleurs au lemme ci-dessous, dont Panalogue 
chez Neukirch (cf. |13l Lemma 2]) est cle dans la demonstration de son theoreme : 

Lemme 2.3. Soit K un corps global de caracteristique p > et soit A un T k -module fini 
simple de £-torsion pour £ ^ p. Soit K 1 / K une extension deployant A telle que Q K' et 
soit L/K' une extension cyclotomique contenant Q. Soit enfin P un ensemble de places de 
K contenant presque toutes les places totalement decomposees pour l'extension L/K . Alors 
le morphisme 

H\K,A*)^ l[H\K v ,A*), 

est injectif, oil A* := Hom(A, fii) . 

Ce lemme admet la generalisation suivante aux T^-modules finis pas necessairement 
simples dont la preuve se ramene par un argument de devissage au cas ci-dessus. 

Proposition 2.4. Soit K un corps global de caracteristique p > et soit A un T k -module fini 
d'exposant n premier dp. Soit K'/K une extension deployant A telle que, si I'on note /i(A'') 
I'ensemble des racines de I'unite contenues dans K' etm(K') son cardinal, alors (m(K'), n) = 
1. Soit L/K' une extension cyclotomique contenant £ n . Soit enfin P un ensemble de places de 
K contenant presque toutes les places totalement decomposees pour l'extension L/K . Alors 
le morphisme 

H\K,A*)^ Y[H\K V ,A*), 

v£P 

est injectif, oil A* = Hom(A, /i„). 



Demonstration. La preuve se fait par recurrence sur le cardinal de A, l'injectivite etant 
verifiee dans le cas ou A est simple d'apres le lemme [2T3l Si A n'est pas simple, on sait qu'il 
existe un sous-module B non trivial induisant un quotient C = A/ B et Ton peut supposer 
que B et C verifient l'enonce. On considere alors le diagrammc commutatif a lignes exactes 
suivant : 

H X {K,C*) >H l {K,A*) ^H X {K,B*) 



J] H\K V ,C*) [J H\K V ,A*) H H l (K v ,B*) 

veP veP veP 

Soit alors a £ H l (K, A*) d'image nulle dans Y[p H l (K v , A*). On voit alors que son image 
dans Y[p H 1 (K V , B*) est nulle et done son image dans ^(K^B*) est nulle aussi d'apres 
l'injectivite pour B*. On voit alors que a provient de H l {K,C*). Or. puisque pour toute 
place v £ P les r /^-modules A*, B* et C* sont deployes, on a la suite exacte 

A* -» B* -^ H\K V ,C*) -4 H X (K V ,A*), 

d'ou Ton deduit que 1' application H 1 (K Vl C*) — > H 1 (K V ,A*) est injective. On voit alors, 
en regardant une preimage 7 de a dans H 1 ^, C*), que ses localises 7^ £ H l {K v ,C*) sont 
triviaux pour toute place v £ P car leur image a v £ H 1 (K V ,A*) l'est aussi, d'ou 1'on voit 
que 7 = a = d'apres l'injectivite pour C*, ce qui conclut. 

La proposition 12.41 a une consequence interessante, laquelle avait deja ete remarquee par 
Neukirch pour le cas des L^--modules simples (cf. |13l Theorem 2]), et qui nous sera utile par 
la suite. 

Corollaire 2.5. Soient K un corps global, A un K-groupe fini abelien d'exposant n premier 
a la caracteristique de K , K 1 / K une extension galoisienne deployant A et m(K') le cardinal 
de n(K'). On suppose que Von a (m(K'),n) = 1. Alors on a UI 2 (K,A) = 0. 



Demonstration. D'apres la proposition 12.41 l'application 

H\K,A*)^J[H l {K v ,A*), 

v£P 

est injective, d'ou ni 1 (AT, A*) = 0. On voit aussitot par la dualite de Poitou-Tate que 
UI 2 (K,A) = 0. [3] 

Pour terminer cette section, on donne un lemme qui justifiera par la suite le fait de forcer 
la ramification a tomber dans les places v £ VLk totalement decomposees pour une extension 
L/K comme celle de l'enonce du theoreme 12.21 

Lemme 2.6. Soit K v un corps local de caracteristique residuelle p > 0, soit G un K v -groupe 
constant d'exposant n et soit H un K v -groupe quotient de G (qui est par consequent constant). 
On suppose que n est premier ap et que Cn € K v . Soit a £ H (K V ,H) une classe totalement 
ramifiee et cyclique. Alors il existe une classe j3 £ H l {K v ,G) totalement ramifiee et cyclique 
relevant a, i.e. a est I'image de /3 par ^application H X (K V ,G) — } H 1 (K V , H). 

Demonstration. Soit S v le sous-groupe de Tk v correspondant a la ramification sauvage. On 
a la suite exacte de restriction-inflation 

-»- H 1 (D V ,G) -> H\K V ,G) -4 H 1 (S V ,G), 

ou Ton rappelle que le groupe D v = Tk v /S v est le groupe profini engendre par deux genera- 
teurs o~ v et t v soumis a la relation a v T v o~~ = T v x '■> ou Qv es ^ le cardinal du corps residuel (cf. 



|141 7.5.3]). Le groupe S v etant un pro-p-groupe et le K v -gro\ipe G etant constant d'exposant 
n premier a p, on a que H 1 (S V , G) = Hom(S' t ,, G)/conj. = 1. II en va de meme pour H, done 
il nous suffit d'etudier l'application H 1 (D V ,G) — > H l (D Vl H). 

La classe a S H 1 (K v , H) est alors representee par un morphisme a : D v — > H et son noyau 
definit une extension totalement ramifiee et cyclique de K v , ce qui nous dit que l'image de 
a est un sous-groupe cyclique de H. Or, on sait que t v engendre le sous-groupe I v de D v 
correspondant a rj-mi^pr, ou K mr /K est l'extension moderement ramifiee maximale de K, 
done le fait que a soit totalement ramifiee entraine que a(r v ) engendre l'image de a. On voit 
alors que Ton a a(o~ v ) = a(T v ) n pour un certain n € N. 

Soient maintenant g E G une preimage de a(r v ) dans G. On definit le morphisme b : 
D v — > G en posant b(r v ) = g et b(o~ v ) = g n . C'est un morphisme bien defini car on a 

Ha^a- 1 ) = 6(o- w )6(T t ,)6(er w )- 1 - b{T v ) n b{T v )b{ Tv )- n = b(r v ) 

et 

b(T^) = b(r v )^=b(r v ), 

car, l'exposant de G etant n, on sait que b{j v ) n = 1 et, puisque K v contient Q n , on a que n 
divise q v — 1. On voit alors immediatement que la classe /3 de b dans H l (K v ,G) releve a. 
II est aussi evident que /3 est totalement ramifiee et cyclique car 1'image de b est egale au 
sous-groupe de G engendre par g et est done engendree par b(r v ), d'ou le noyau de b definit 
une extension cyclique totalement ramifiee de K v . 

3 Approximation faible pour des stabilisateurs resolubles 

Desormais on notera fJ,(K) le groupe des racines de Funite contenues dans le corps K . On 
notera aussi m{K) le cardinal de fi(K). On rappelle qu'une extension cyclotomique L/K est 
une extension engendree par des racines de Funite. 

Dans cette section, on montre le resultat principal de ce texte, qui est le suivant : 

Theoreme 3.1. Soient K un corps global et G un K-groupe fini resoluble d'exposant n 
premier a la caracteristique de K . Soit K' / K une extension finie galoisienne deployant G et 
telle que (m(K'),n) = 1 et soit L/K' une extension cyclotomique contenant £ n . Soit S un 
ensemble fini de places de K contenant les places archimediennes et les places v ramifiees 
pour K' J K . Soit enfin P V ensemble des places de K totalement decomposees pour l'extension 
L/K ne divisant pas n et n'appartenant pas a S . 

Alors, pour tout element (fJ v ) v ^s de Yls H 1 (K V ,G), il existe une classe a £ ^(K^G) 
telle que, si I 'on note a v l'image de a dans H l (K v ,G), on a 

- pour toute place v £ S , a v = j3 v ; 

- pour toute place v £ S , a v est cyclique et, si a v est ramifiee, alors elle est totalement 
ramifiee et v G P. 

En particulier, si V — G\G' pour un K -plongement G — >• G' avec G' un K-groupe semi- 
simple simplement connexe, alors V verifie I 'approximation faible. 

Avant de demontrer le resultat, on montre que, des que l'approximation faible (ou en- 
core "mieux que faible") est verifiee, on a un certain controle sur les cocycles relevant les 
classes locales. Ce fait, exprime dans le lemme suivant, est d'une importance capitale dans 
la demonstration. 

Lemme 3.2. Soit G un K-groupe fini d'exposant n premier a la caracteristique de K deploye 
par une extension galoisienne K' jK . Soient £\, . . . ,£ r des nombres premiers differents de la 
caracteristique de K . On suppose que Q i g" K' pour tout 1 < i < r. Supposons que G verifie 
I 'approximation "mieux que faible", i.e. qu'il verifie la conclusion du theoreme \3.1\ your un 
ensemble donne P de places de K totalement decomposees pour une extension cyclotomique 
de K' et ne divisant pas n. 



Alors pour tout ensemble fini S de places de K , et pour toute famille d 'elements (f3 v ) V £s 
dans Y[g H 1 (K V , G), il existe une extension galoisienne K" j K et une classe a G H (K" ' /K, G) 
telles que : 

- K" contient K' et ne contient pas C t (, i pour tout 1 < i < r ; 

- pour toute place v G S, a v = f3 v ; 

- pour toute place v ^ S, a v est cyclique et, si a v est ramifiee, alors elle est totalement 
ramifiee et v G P. 

Demonstration. Soit Vi une place de K n'appartenant pas a S totalement decomposee en K' , 
mais qui reste inerte pour l'extension K'^i^/K', extension qui est par ailleurs galoisienne 
sur K. En d'autres termes, le groupe ^k'(c ( )/k est une extension d'un groupe cyclique par 
le groupe T K > i K et on demande alors que le groupe de decomposition de Vi corresponde a ce 
sous-groupe cyclique distingue de T k'/qa/k- Une telle place existe en dehors de 5* d'apres le 
theoreme de Cebotarev. 

II suffit alors de considerer un element a G H l (K, G) verifiant les deux dernieres proprietes 
de l'enonce et tel qu'en plus pour ses localises a Vi G H 1 (K Vi ,G) on ait a Vi = pour 1 < 
i < r, e'est-a-dire qu'on rajoute les Vi a l'ensemble fini S, on pose f3 Vi = et on applique 
l'approximation "mieux que faible" pour l'ensemble S' reunion de S et des Vi. En effet, de cela 
on deduit que, si Ton note a' la restriction de a a H 1 ^ 1 , G), alors elle est representee par un 
morphisme a' (car K' deploie G) qui s'annule en le groupe de decomposition de u>i pour toute 
place Wi de K' au-dessus de Vi, car a Vi = entraine a' w . = 0. Or, puisque Vi est totalement 
decomposee en K 1 /K, on a Yk v . C Tk 1 et K Vi = K' w . et les groupes de decomposition des 
differents Wi s'identifient aux sous-groupes aT/^ a^ 1 pour a £ Y K ii k . Ainsi, on voit que a' 
s'annule en oT^ er" 1 pour a G Y K ,/ K . 

D'autre part, si Ton note A' le noyau de a', on sait qu'il est distingue dans Tx', mais 
pas forcement dans Tk- Soit alors A" l'intersection des crAV -1 pour a G Y K i i K . C'est un 
sous-groupe distingue de T k et definit alors un extension galoisienne K" / K . Or, puisque tous 
les conjugues de Tk v . C Tk sont dans A', on voit qu'ils sont aussi contenus dans A" = T^""- 
Ainsi, on voit que Vi est totalement decomposee pour l'extension K" /K, d'ou Ton deduit 
que Q i ^ K" . De plus, il est evident que a provient de H X (K" ' /K, G), car si Ton choisit un 
cocycle a : Tk — > G{K) le representant, on voit que a 1 n'est rien d'autre que la restriction de 
a a T k' C Tk & conjugaison pres et il s'annule alors en T k" C A'. 

Enfin, il faut remarquer que, si la troisieme propriete de l'enonce n'est verifiee a priori 
que pour les places v €" S" et non pas pour les places v g" 5*, il est clair que pour les places 
v G S' \S (i.e. pour les Vi) on a bien que a v est non ramifie car il est trivial par definition. 

Remarque. Vue la demonstration de ce lemme, on voit qu'on a un resultat totalement ana- 
logue pour un groupe G verifiant l'approximation faible, ou encore l'approximation tres faible, 
i.e. l'approximation pour tout ensemble fini S de places de K en dehors d'un ensemble fini 
So fixe auparavant et dependant de G. C'est-a-dire, par exemple, que si G est un groupe 
fini d'exposant premier a la caracteristique de K verifiant l'approximation faible et deploye 
par une extension galoisienne K' / K telle que Q i ^ K' pour des nombres premiers £i, . . . ,£ r 
donnes, alors pour tout ensemble fini S de places de K on peut rclcvcr une famille d'elements 
(f3v)ves dans T\ s H l (K Vl G) en un element a G Il^iK" /K,G) avec K" contenant K' et ne 
contenant pas les Q t pour 1 < i < r. 



Demonstration du theoreme \S.1\ On demontre l'enonce par recurrence sur le cardinal de G, 
et on fait cela en trois etapes. 

Etape 1 : Etablissement de la recurrence Pour i > 0, notons D i+l (G) := [£>' \G) , D i (G)] 

le (i+l)-eme derive de D°(G) :— G. Ce sont des sous-groupes caracteristiques de G et, puisque 
G est resoluble, on sait qu'il existe j G N tel que IP(G) ± {1} et D^ +1 (G) = {1}, d'ou l'on 
deduit que D J (G) est abelien et caracteristique dans G. Soit alors A la partie de ^-torsion 



de D 3 (G) pour un t donne divisant le cardinal de D 3 (G) (et done de G). C'est aussi un 
sous-groupe caracteristique de G, car il est caracteristique dans D J (G). Le sous-groupe A 
est alors un r if -module de ^-torsion non trivial, ce qui nous permet de regarder H = G / A 
conime un T^-groupe de cardinal strictement plus petit que celui de G. 

Pour ces donnees. on a le diagramine cominutatif a lignes exactes suivant. 

H\K,A) *~H X (K,G) ^H\K,H) (3.1) 



H H\K V ,A) H H l {K v ,G) J] H\K V ,H). 

v£Qk v£Qk vGQk 

Dans le cas ou G serait lui-meme un T^-module de ^-torsion (cas ou Ton aurait par consequent 
A = G), il se peut que G soit simple ou qu'il ne le soit pas. Dans le premier cas, le resultat 
se ramene au theoreme 12.21 En effet, il suffit de remarquer qu'une classe a v G -ff^if^G) 
cyclique et ramifiee pour un groupe de ^-torsion est forcement deployee par une extension 
totalement ramifiee, car elle correspond a un morphisme dont l'image est isomorphe a Z/^Z 
et elle est alors deployee par une extension de degre £, laquelle est totalement ramifiee des 
qu'elle est ramifiee. 

Dans le deuxieme cas, on (re)definit A comme n'importe quel sous-module propre non 
trivial de G, ce qui assure que A sera toujours un sous-r^-module de cardinal strictement 
plus petit que celui de G et on peut alors supposer que l'on a le diagramme (j3 . 1 1) et que 
tant A que H verifient l'enonce pour la meme extension L/ K, ainsi que pour toute autre 
extension verifiant les merries hypotheses. 

Etape 2 : Construction d'un element global dans H 1 (K, G) Considerons alors (f3 v ) v& s 
Q s H 1 {K V ,G). Soit (7t,)t,gs l'image de cet element dans f| s ff 1 (^,if). On peut le relever 
en un element 7 <G ^{K^H) verifiant la deuxieme propriete de l'enonce. De plus, le lemme 
13.21 nous dit que Ton peut supposer que 7 provient de H X (K" j K, H) pour une certaine ex- 
tension galoisienne K" /K contenant K' et ne contenant pas Q pour tout t divisant n. On 
obtient alors des localisations j v e H l (K v , H) pour toutes les places v ^ S. 

Suivant Serre (cf. |15| 1.5.6]), pour un cocycle c representant 7, on peut associer a 7 une 
classe S("f) € H 2 (K, C A), ou C A est le tordu de A par le cocycle c, i.e. un module egal a A en 
tant que groupe mais avec Faction tordue 

a * a a = c a ■ a a, 

ou c a S H agit sur A par conjugaison. De plus, toujours d'apres |15[ 1.5.6], on sait que 7 se 
releve en un element de ^(K^G) si et seulement si £(7) = 0. Or, cette construction etant 
compatible avec la localisation, on a des classes £(7,,) G H 2 (K Vlc A) qui correspondent a 
8(-f) v pour toute place v de K. Ces classes se trouvent etre triviales. En effet : 

Pour v e S, 7„ provient de (3 V G i? 1 ^,,,, G), d'ou 6(j v ) = d'apres ce que l'on vient de 
dire. 

Pour v ^ S, si 7„ G H x r (K v , H) = H l (T v , H), alors son image dans H 2 (K V , C A) est en fait 
dans H 2 (T V , C A) et ce groupe est trivial car la dimension cohomologique de I\, = Z est f . On 
voit alors par ailleurs que l'on peut relever 7^ en un element j3 v G H x r (K v , G) = H 1 (T V , G). 

Sinon, on sait que a v est totalement ramifiee et cyclique et que v G P, done K v de- 
ploie G et contient £ n (car Tk v C T^). Le lemme [2~6l nous dit alors qu'il existe une classe 
/?[, G H 1 (K v , G) totalement ramifiee et cyclique relevant j v et done en particulier on a 

En resumant, pour toute place v de K, j v se releve en un element j3 v G H l (K v ,G) et 
done 5(7 V ) = 0. De plus, pour toute place v $ S telle que j3 v est ramifie, on a v G P et la 



classe (3 V est totalement ramifiee et cyclique. Or, puisque A est deploye par K' et que c est un 
cocycle que Ton peut supposer defini sur K" / K, on sait que le A-groupe C A est deploye par 
1 'extension K"/K, laquelle ne contient pas Q pour tout £ divisant n. Le corollaire 12.51 nous 
dit alors que III 2 (A", C A) = 0, done £(7) = et alors 7 provient d'un element /3q G H l {K, G). 

Etape 3 : Correction de l'element global Puisque j3q s'envoie sur 7, on sait que pour 
toute place vona que fto,v et j3 v ont la meme image dans H 1 (K V , H). Fixons alors un cocycle 
60 representant /3q et tordons le diagramme ()3.1[) par bg ■ Pour un element £ dans un ensemble 
de cohomologie donne du diagramme (|3.1[) . on note b £ son image apres torsion par 60 . On a 
alors que, pour toute place v de K, b j v est trivial, d'ou Ton deduit que bo f3 v provient d'un 
element a' v G H 1 (K v , b(> A). 

On remarque que, quitte a changer 60 par un cocycle cohomologue, on peut supposer 
qu'il releve le cocycle c G Z X [K" ' /K,H) representant 7. Ceci ne veut pas dire que Ton a 
60 G Z X (K" /K,G), mais au moins on sait que la restriction de bo a Tk" C Tk correspond a 
un morphisme (car K" deploie G) a valeurs dans le £-groupe A. On voit alors que, si Ton note 
K'" jK l'extension galoisienne minimale deployant bo (i.e. celle correspondant au sous-groupe 
de Tk dont l'image par bo est 1), on a que le degre de K 1 " /K" est une puissance de £, d'ou 
Ton deduit que K'" ne contient pas Q car le degre de K"(Q)/K" divise £ — 1 et Q $ x". II 
est par ailleurs evident que b A est un T^-module deploye par K'". 

Soit alors S' la reunion de S avec l'ensemble des places v telles que fio,v est ramifie et les 

places ramifiees pour l'extension K 1 " / K. L'hypothese de recurrence appliquee au A-groupe 

bo A deploye par K'" nous dit alors que, si Ton note P' C P l'ensemble des places dans P 

totalement decomposees pour l'extension L 1 := LK 1 " /K et n'appartenant pas a S", il existe 

une classe ol\ G E. x {K, bo A) telle que 

- pour toute place v G S', on a a\_ v = a' v ; 

- pour toute place v $■ S, «[.„ est cyclique et, si a.\ tV est ramifiee, alors elle est totalement 
ramifiee et v G P' . 

On remarque maintenant que, pour les places v G P', le cocycle bo,v est trivial. En ef- 
fet, puisque les places v G P' sont totalement decomposees pour l'extension K'" /K, on a 
r^ C Tk>» et bo s'annule en Tk'"- On voit alors que b G et G sont isomorphes en tant 
que r^^-groupes et que la bijection donne par la torsion par 60 se reduit a l'identite sur 
H 1 (K V , G), et il en va de meme done pour bo A et A. 

Notons /3i l'image de a± dans H l (K, bf) G). II suffit alors pour conclure de definir l'element 
a G H l {K,G) comme la preimage de j3\ par la bijection donnee par la torsion par bo (i.e. 
b a = P\). Cet element verifie : 

- pour toute place v G S", on a que a v = /3 V car bo a v = fti v est l'image de a\ v = a' v G 
H\K v , bQ A) et a' v s'envoie en b J v G H l (K v , bo G) ; 

- pour toute place v ^ S' U P' on a que a v G H^ r (K v , G) = H l (T Vl G) : en effet, il suffit 
de remarquer que Ton a b a v = /3i,„ G H^ T (K v , b G) = H 1 (T v , bo G) car il provient de 
a\_ v G H^j.(K v , bQ A) = H l {T v , bQ A), et que 1'on a tordu par un cocycle representant la 
classe Po,v G H^ U .(K V ,G) = _ff 1 (r i ,,G) (on rappelle que S' contient par definition les 
places ou /3q ramifie et que la torsion est compatible avec les morphismes d'inflation) ; 

- pour toute place v G P', a v correspond a l'image de a± iV G H 1 (K v , b A) = ^{Ky^A) 
car la torsion est reduite a l'identite pour ces places ; 

d'ou Ton voit que l'element a convient, car on a alors 

- pour toute place v G S, elle est contenue dans S' et alors a v = j3 v . 

- pour toute place v S, si a v ramifie, alors elle est dans S' U P', done soit on a v G S", 
auquel cas on a aussi a v = f3 v et alors on a bien w G P et que a„ est totalement ramifiee 
et cyclique d' apres la construction des V ; soit on a u G P' C P et alors a^ correspond 
a l'image de la classe ot\ v . laquelle est bien totalement ramifiee et cyclique. 
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4 Principe de Hasse pour des stabilisateurs resolubles 

Soit X un A-espace homogene sous un groupe G' semi-simple simplement connexe, soit 
x G A (A) et soit G le stabilisateur de x, que Ton suppose fini et resoluble d'exposant 
n premier a la caracteristique de A. Suivant Springer |16| , on peut associer a (X, x) une 
structure de r^-lien L = (G(K),k) sur G(K), ainsi qu'une classe n(X) G H 2 (K,L) := 
H 2 (Tk , L). Ce r^-lien induit une structure de Fx-lien sur le centre Z de G, laquelle induit 
canoniquement une A-forme Z de Z (cf. [1, §§5.1, 7.7] ou 1 161 §1.20] pour les details). 

Theoreme 4.1. Soit X un espace homogene sur G' a stabilisateur fini resoluble G d'exposant 
n comme ci-dessus. Soit K' / A V extension correspondant au noyau du morphisme k : Yk — > 
Out(G(A')) correspondant a L. On suppose que (m(A'),n) = 1, oil m(K') est le cardinal de 
/j(K'). Alors, si X(K V ) ^ pour toute place v G £Ik, l a variete X admet un K-point, i.e. 

X{K) jL 0. 



La demonstration de ce "principe de Hasse" utilise de fagon cruciale le theoreme 13.11 

Demonstration. Suivant Springer |16l §§1.20, 1.27] (cf. aussi [TJ §7.7]), on sait que la classe 
rj(X) G H 2 (K, L) est neutre si et seulement s'il existe un espace principal homogene P sous 
G" qui est au-dessus de X, i.e. qui est muni d'un A-morphisme d'espaces homogenes P — > X . 
On montrera done d'abord la neutralite de r)(X), ce qu'on fera en trois etapes. 

Etape 1 : Existence d'une classe neutre dans H 2 (K,L) Puisque ce qu'on vient de 
dire est vrai aussi localement, si Ton suppose que X(K V ) ^ pour toute place v de K, le 
choix d'un if^-point x v nous donne un iT^-morphisme P v := G' — > X qui envoie g G G' 
dans x v ■ g. II est clair que ce morphisme est equi variant avec la ^-action de G" sur P v par 
multiplication a droite, ce qui nous dit que rj(X v ) = rj(X) v G H 2 (K Vl L) est neutre pour 
toute place v de K, ou X v = X Xk K v . 

On rappelle maintenant que Ton a la suite exacte 

->■ Int (G(K)) ->■ Aut (G(K)) -+ Out (G(K)) -> 0, 

et que la neutralite de r/(X v ) correspond a F existence d'un morphisme f v : Tk v ~^ Aut (G(K)) 
relevant k v : Tk„ — > Out (G(K)), ou k v est bien entendu la restriction evidente de k : Tk — > 
Out (G(K)). Les hypotheses faites sur K' et le fait que Int (G(K)) soit un groupe resoluble 
(en effet, il est isomorphe a G(K)/ Z(K)) nous permettent d'utiliser un theoreme de Neukirch, 
a savoir le "Main Theorem" de |13| . lequel est valable aussi en caracteristique positive, cf. 
|14l 9.5.5]. Ce theoreme assure l'existence d'un morphisme /o : Tk — > Aut (G(K)) relevant 
k et induisant f v pour un sous-ensemble fini S C £Ik que Ton peut prendre a discretion. Ce 
morphisme correspond a une classe neutre 770 de H 2 (K, L) et definit une A'-forme Go de G. 

Etape 2 : Choix d'une "bonne" classe neutre dans H 2 (K,L) II s'agit maintenant de 
faire un bon choix de l'ensemble S et des relevements f v de k v pour les places v G S pour 
avoir un certain controle sur la A-forme Go, de facon que Ton puisse appliquer par la suite 
le theoreme principal d' approximation faible. La demarche sera alors la meme que dans le 
lciimic [3~2l : considerons, pour chaque nombre premier £i divisant n, une place Vi totalement 
decomposee pour 1'extension A'/A et inerte pour l'extension L\ = K' {C,^) / K 1 . On voit alors 
que K Vi correspond au morphisme trivial car T^ C Tk 1 et alors on peut supposer que f Vi 
est aussi trivial. On definit S comme l'ensemble des places Vi que Ton vient de considerer. 

Considerons alors le morphisme /o : Tk —> Aut (G(A')) donne par le theoreme de Neukirch 
pour ce choix particulier de 5* et des morphismes /„ pour u £ Set notons K" / K l'extension 
galoisienne correspondant au noyau de fo- On voit done que Q i g" A" pour tout i. En effet, 
de meme que dans le lemme I3~2"l on voit que si A" contenait Q^ alors on aurait L[ C A", ou 
encore Tk" C r^', d'ou Ton a Tk v . <t- r 'k" car ^K v . *t- ^ v P ar hypothese. De cela on voit 
enfin que la restriction f Vi de /o ne serait pas triviale, contredisant nos hypotheses. 
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Le morphisme /g que Ton vient de construire correspond alors a une classe neutre rjo de 
H 2 (A, L) et definit une A-forme Go de G deployee par une extension K" /A ne contenant 
pas Q pour tout nombre premier £ divisant n. 

Etape 3 : Application du theoreme principal En rappelant alors que H 2 (K,L) admet 
une structure d'espace principal homogene sous le groupe H 2 (K,Z) (cf. par exemple [TB] 
§1.17] ou [TJ Lemma 1.9]), on voit qu'il existe une classe £ £ H 2 (K, Z) telle que £,-rjo = r)(X). 
La proposition 2.3 de [JJ nous dit que la neutrality de r)(X) est equivalente au fait que £ 
provienne de H 1 ^, Gq/Z). II s'agit alors de trouver une pre-image de £ dans cet ensemble. 

On sait que pour presque toute place v de K (i.e. sauf pour un nombre fini) on a £„ = 0. 
Soit So la reunion des places archimediennes. des places ramifiees pour l'extension K" / K et 
de l'ensemble fini de places de A telles que £„ ^ 0. Pour ces places on sait, toujours d'apres 
[JJ Proposition 2.3], que £„ provient d'un element tp v £ H 1 (K Vl Go/Z) car les r)(X v ) sont 
tous neutres. 

Le theoreme 13.11 nous dit alors que. si Ton note P l'ensemble de places totalement de- 
composers pour l'extension L" = K" (£„) / K , ne divisant pas n et n'appartenant pas a So, il 
existe alors une classe a £ _ff 1 (X, Gq/Z) telle que 

- pour toute place v £ So, a v = ip v ; 

- pour toute place v ^ So, a v est cyclique et. si a v est ramifiee, alors elle est totalement 
ramifiee et v G P. 

On veut montrer que a releve ^, ce qui donnera par suite que rj(X) est une classe neutre. 
Pour ce faire, on donne le meme argument que dans l'etape 2 de la preuve du theoreme 13. II : 
soit u ^ So, on a alors la suite exacte 

H\K V ,G ) ->■ H\K V1 G /Z) -»■ H 2 (K V ,Z). 

Si a v est non ramifie, on sait que son image dans H 2 (K V , Z) est triviale car H 2 T (K V , Z) = 0. 
Sinon. on sait que v e P. done en particulier que £„ 6 K v et que Go est un ^-groupe 
constant, et que a v est cyclique et totalement ramifiee. Le lemme 12.61 nous dit alors qu'il 
existe une classe j3 v £ H 1 (K v ,Gq) relevant a v , ce qui nous dit que l'image de a v dans 
H 2 (K V ,Z) est nulle. 

En resumant, on voit que pour toute place v So, on a que a v provient d'un element dans 
H 1 (K V , Go) et alors que son image dans H 2 (K V , Z) est triviale, d'ou Ton voit que l'image de 
a v dans H 2 (K V , Z) est egale a £„ pour toute place v £ VLk- Enfin. il est facile de voir que Z 
est un if-groupe deploye par K' JK, ce qui nous dit qu'il verifie les hypotheses du corollaire 
12.51 et on a alors que HI 2 (i-£T, Z) = 0, done a est bien un relevement de £. 



Fin de la demonstration La proposition 2.3 de [T] nous permet alors de conclure que 
T]{X) est neutre, prouvant finalement l'existence d'un espace principal homogene P sous G" 
au-dessus de X. Dans le cas de caracteristique positive, la nullite de H l (K, G') (cf. (7]) nous 
dit alors que X admet un A'-point tout simplement en poussant le A-point de P = G' 
correspondant a l'element neutre. Dans le cas de caracteristique il faut remarquer sinon 
que, puisque n est premier a m(K'), il est notamment impair. II est facile alors de voir par un 
argument de devissage que, pour toute place archimedienne v de K, l'ensemble if 1 (A' u ,Go) 
est trivial, d'ou l'application 

H\K,G )^ [] H\K V ,G ), 

est trivialement surjective. et il en est de meme pour toute A'-forme de G. Ainsi, il suffit 
de suivre la demonstration de [TJ Lemma 7.10] en utilisant la surjectivite de l'application 
ci-dessus et le principe de Hasse pour le H 1 des groupes semi-simples simplement connexes 
cite dans l'introduction pour demontrer de la meme facpn l'existence d'un A-point sur X, ce 
qui conclut. 
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